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ZUR LINEARISIERUNG DER BERUHRGEOMETRIE

Oberbaurath Klingel aus Karlsruhe, dessen Vornamen wir nicht kennen, vertffentlichte im Jahre 1883 im ,Organ fir
die Fortschritte des Eisenbahnwesens in technischer Beziehung® unter dem Titel ,Ueber den Lauf der Eisenbahn-
wagen auf gerader Bahn" seine Formel fur die Wellenlange der sogenannten Sinuslaufbewegung mit den Worten:

Ferner ist die Lange einer ganzen Schlangenwindung: =2x {Zi
Y

Nun ist jedoch bei realen Profilpaarungen die mit y bezeichnete ,Conicitdt der Reife” gemeinhin nicht konstant.
Mochte man dennoch bei der Auslegung von Schienenfahrzeugen auf lineare Rechenverfahren zurlickgreifen, so ist

Klingel's Gleichung zur Berechnung der Konizitat eines aguivalenten Radsatz-Kegelprofils hilfreich.

Dr. Lutz Mauer, INTEC GmbH

Ausgangspunkt zur Linearisierung der Berithrgeometrie ist
in allen Fillen die Differentialgleichung des kinematischen
Wellenlaufs des Radsatzes im Gleis;

¥+ (=0
Die nichtlineare Rickstellfunktion ffy) resultiert aus der
Funktion der Rollradieniinderung Ar(y) am Radreifenprofil,
der Funktion des mittleren Rollradius F (v sowie des Ab-
standes efy) der Radaufstandspunkte in Abhingigkeit der
Cuerverschiebung v des Radsatzes,

f{_‘l’] = Ar(y)
r(yely)
wobei die Funktionen aus Differenzen bzw. Summen der
ceometrischen Parameter am rechien bzw. linken Rad gebil-
det werden. Fiir die Summenwerte werden hiufig verein-
fachend konstante Werte gesetzt;

Ar(¥)=r(y)=r(y)

F( = +n(n)=n

e(y)=e, () +e¢(y) =2¢
Zur Linearisierung der Berithrzeometrie von Rad und
Schiene sind verschiedene Verfahren gebriuchlich. Hier
sollen die beiden wichtigsten Verfahren am Beispiel folgen-
der analytisch gegebenen punktsymmetrischer Funktion ge-
geniiber gestellt werden:

fOY=ky+k'y

Die harmonische Linearisierung

Ziel der Linearisierung ist es, fiir die nichtlineare Funktion
f{y) eine lineare Approximationsfunktion av+b zu fin-
den, so dall der Erwartungswert des quadratischen Fehlers

E{e ") zwischen der nichtlinearen Funktion und der gesuch-
ten linearen Niherung

E(e')= E((f (1) -ay—b)?)

cin Minimum annimmt, was als Extremwertaufzabe zur fol-
genden Bedingungen fithrt:

:'—I E(&)=aE(y") +bE(y) - E(yf (»)=0

&

:% E(&')=aE(y)+b- E{-fU’]) =4

Unter der Voraussetzung einer punktsymmetrischen Funk-
tion f(y) verschwindet der Gleichanteil b, womit sich die
Auflésung nach a wic folgt vereinfacht:

E(y (1)

E(y*)

Die harmonische Linearisierung verwendet den einharmo-
nischen Ansatz v = 4 sin @ fiir den Verlauf der unabhiin-
gigen Variable y. Die bendtigten Erwartungswerte zur Be-
stimmung von « werden mittels Integration {iber ecine
Periode gewonnen. Nach Einsetzen der Losung des Nenner-
integrals bleibt folgende Beziehung zur Bestimmung des Li-
nearkoeffizienten a auszuwerten:

a(d)= o ]sinqa J(Asing) dp
XA

Da der Linearterm @ von der Linearisierungsamplitude A
abhingig ist, wird a(4) Beschreibungsfunktion genannt.

MNach Einsetzen unseres kubischen Polynoms erhalten wir
folgende Beschreibungsfunktion fiir den Linearparameter:

a(A)=k+3k" A

Die aguivalente Linearisierung

Im Gegensatz zur harmonischen Linearisierung, wo eine
nichtlineare Funktion durch eine amplidudenabhiingige Li-
nearapproximation ersetzt wird, verwendet die Methode der
dquivalenten Linearisicrung die Ldsung der nichtlinearen
Differentialgleichung zur Bestimmung der Parameter eines
lincaren Ersatzsystems, das ein lquivalentes Losungs-
verhalten zeigen soll.

Diese Vorgehensweise kénnen wir filr unsere Aufgaben-
stellung wie folgt veranschaulichen: Der freie Radsatz wird
mit einer Anfangsauslenkung A auf das Gleis gesetzt und
kinematisch abrollen lassen, bis er genau ecine komplette
Wellenbewegung durchgefiihrt hat. Die zugehirige Wel-
lenlinge / wird in Klingels Gleichung eingesetzt, die nach
der Konizitit y aufgeldst wird, die nun zur Unterscheidung
von kegeligen Lauffldchenprofilen mit ¥, bezeichnet wird
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Das Problem der fiquivalenten Linearisierung kéinnen wir al-
so auf die Berechnung der Periodendauer ! zuriickfiihren,
Diese Aufgabe kann fiir die kubische Rilckstellungsfunktion
noch analytisch geltst werden, wie im Buch Schwingungen
von K. MaGNUS zu lesen ist;

Wir multiplizieren die nichtlineare Differentialgleichung mit
v und integrieren einmal nach der unabhiingigen Variablen
v und erhalten die Gleichung der G mamlenurgi.c
E, = B, v By, des Schwingers, Die Auflésung nach " lie-
fert unmittelbar die Gleichung des Phasenportraits. Liegen
geschlossene Phasenkurven vor, kann die Periodendauer
mittels Integration {iber y bestimmt werden.

Bei Vorliegen einer symmetrischen Funktion des Riick-
stellungspotentials geniigt bereits die Integration iiber eine
Viertelperiode von ¥' = »'(3) zur Darstellung der Perio-
denliinge f(A):

Iy
I(A)=4 <
I'Jr‘\l"zl: Erl i Ejmr{,r]}

Die potentielle Energie £, ergibt sich aus der Integration
der nichtlineare Funktion der Riickstellung f{y) iiber y:

E,()= [f(§)ds

Fiir unser Beispiel der kubischen Riickstellungsfunktion er-
halten wir nach Durchﬂhrung der Integration:

..
E.00=sky +::-k ¥

Zur Bestimmung der Gesamienergic £, setzen wir einfach
die Amplitude 4 in die Potentialfunktion ein. Somit ergibt
sich zur Berechnung der Periodenlinge der Wellen-
bewegung folgendes elliptisches Integral erster Gattung:

dy
4
ij(A -y )+ 1k (4" -

Die Lisung dieses Integrals schreiben wir aus einem ver-
blichenen Script von P. O MOLLer ab. Zur kompakten Dar-
stellung filhren wir jedoch eine HilfsgriBe c ein:
k'
c=—2ud"
k

I(4)=

und erhalten mir Hilfe des vollstindigen elliptischen Inte-
grals . Gattung K{ ) bei k> 0 und

@) & < 0 (unterproportionale Rilckstellung)

4 -
l(A)= —K[g&} mit sing =
Jk 1+ 1¢ 2+c

A E =0 (lingare Ruckstelhmg,

I(A) = ;}%

71 k" = 0 (iiberproportionale Rilckstellung)

f{/l]-rr_K[;D} mil tang = 1||2::~(_'

12

Eine Rethenentwicklung der Besiehungen fihrt fiir kleine
Ampliinden A anf™:

KA)= 2—H( ~de4 j;"f et — 318 r:'1+m) Zitatende.

Jﬂ_' ] 2048

&) k=0,k >0 (rein kubische Riickstellung)
4
H(A)=—=K(¥%)
Ak

Die Reihenentwicklung des vollstiindigen elliptischen Inte-
grals 1. Gattung nach dem Modul & wird fiir den folgenden
Vergleich der Linearisierungen noch von Interesse sein;

KOy =21+ (7 + K" + (0 k)

Vergleich der beiden Linearisierungsmethoden

Zur Gewihrung der Ubersichtlichkeit betrachten wir hier
allein die Funktion der Rollradiendifferenz
Ar(y)=ky+ k'y’
hinsichtlich ihres Verhaltens bei der Linearisicrung. Bezei-
chnen wir die Beschreibungsfunktion der harmonische Line-
arisierung mit A, so erhalten wir dafiir mittels der harmo-
nischen Linearisierung folgende Form:
AA)=k+3k" A
Die dquivalente Linearisierung der Funktion der Rollradien-
iinderung berechnen wir aus der Periodendauer {(A4)

(5]
e I(A)

Im folgenden werden die drei prinzipiellen Losungen ge-
geniibergestellt:

5

M k" =0 (lineare Riickstellung)

Mit & = 0 geht das elliptische Integral in cin elementares
Integral dber, aus dessen Ldsung wir erwartungsgemiil die
fiquivalente Konizitdt als Konstante erhalten:

rAY=k
6)k=0,k =0 (rein kubische Riickstellung)

fiir die dquivalente Konizitit ergibt sich

3

2z o
7.(4) =(K(‘1{J k' A
Entwickeln wir K fiir den Modul £ = JEA

K[“/} = _{] +y+Im }

so erhalten wir
¥ (A)= (|+ e att kA

Die dquivalente Linearisicrung ergibt einen Vorfaktor von
0.7178. Im Vergleich hierzu betriigt der Vorfaktor von & bei
der harmonischen Linearisierung . Das heillt, daB bei ei-
nem rein kubischen Verlauf der Ar-Funktion die harmo-
nische Lincarisierung zu #quivalenten Konizititen fiihrt,



SIMPACK News

die 4,5 % hoher als bei der fqui-
valenten Linearisierung liegen.
Der Fehler in der Wellenliinge ist
mit 2.2 % halb so grofl.

In SIMPACK sind beide Verfah-

ren #u Linearisierung der Berithr-
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und jetzt DLR Abteilungs-
leiter der Fahrzeugsysiem-
dynamik, sowie Leiter des
Teilprogramms
. lechnologien fiir Verkehrs-
systeme”

= seit 1981 Lehrbeaufiragter an
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kann, die mit der Kinematik des
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Co-Editor der gleichnamigen
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o schafft es. in schiiner Regel-
miiBigkeit die Biinke der
Carl-Cranz-Gesellschaft mit
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