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Zusammenfassung

Die Kopplung von Mehrk �orper{Fahrzeugmodellen mit Finite Element Mo-

dellierungen elastischer Fahrwege kann beispielsweise mit der Co{Simulation

erfolgen, bei der die Integration der Teilsysteme Fahrzeug und Fahrweg sepa-

rat im MKS bzw. FEM Programm durchgef �uhrt und die Kopplung durch einen

entsprechenden Datenaustausch realisiert wird. Im Detail wird eine auf lineare

Finite Element Modellierungen anwendbare, sehr eÆziente Methode beschrie-

ben, die die M�oglichkeiten der Systemreduktion ausn �utzt und die rechnerische

Behandlung der Fahrzeug{Fahrweg{Wechselwirkung in sehr kurzen Rechenzei-

ten erm�oglicht.

1 Einleitung

Bei der Computersimulation der Dynamik von Schienen- oder Stra�enfahrzeugen
auf ihrem Fahrweg liegt der Schwerpunkt der Untersuchung in aller Regel auf einer
der beiden Systemkomponenten. Entweder wird die Br �ucke, der Oberbau usw. sehr
genau modelliert, dann wird meist dem Fahrzeugmodell nur geringe Beachtung ge-
schenkt; liegt im Gegensatz dazu der Schwerpunkt der Modellierung auf dem Fahr-
zeug selbst, dann wird oft der Fahrweg als starr angesehen. Eine Wechselwirkung
zwischen Fahrzeug und Fahrweg wird (fast) nicht ber �ucksichtigt.

Die Beanspruchungsrechnung einer Br �uckenstruktur erfordert beispielsweise de-
taillierte Simulationsmodelle, mit denen sowohl Deformationen als auch Beanspru-
chungen hinreichend genau beschrieben werden k�onnen. Oder aber das Verhalten
des Oberbaus bei langfristiger dynamischer Belastung soll untersucht werden. Zum
Einsatz kommen hier Finite-Element-Software (FEM{Software) oder aber Spezial-
programme, die auf kontinuierlichen und/oder diskreten Modellierungen aufbau-
en. Gemeinsam ist allen, da� dabei das Fahrzeug selbst meist nur als sehr einfaches



MKS bestehend aus wenigen starren K�orpern o.�a. abgebildet wird. Die Schnittstel-
le zwischen Fahrzeug und Fahrweg, Reifen auf Stra�e bzw. Stahlrad auf Stahlschiene
also, ist dabei oft �uber eine lineare oder einfache nichtlineare Federcharakteristik
nachgebildet, siehe z.B. [1, 10].

F �ur Fahrzeughersteller steht hingegen das Fahrverhalten eines Fahrzeuges im
Vordergrund. Im Rahmen einer Komfortanalyse, einer Optimierung von Fahrzeug-
parametern usw. wird das Gesamtfahrzeug als starres oder hybrides Mehrk �orper-
system (MKS) modelliert. Hierzu steht leistungsstarke und erprobte Software
kommerziell zur Verf �ugung, die neben der einfachen und vor allem sicheren au-
tomatischen Generierung der Bewegungsgleichungen auch deren eÆziente L �osung
gew�ahrleistet, [7, 8, 11]. Der Schnittstelle Fahrzeug { Fahrweg kommt dabei h�au�g
besondere Bedeutung zu. Aufwendige Reifenmodelle, die Ber �ucksichtigung nichtli-
nearer Kontaktgeometrien zwischen Rad und Schiene sowie komplexe Kraftschlu�{
Schlupf{Beziehungen erm�oglichen dabei deren realit�atsnahe Nachbildung, [12].
Der Fahrweg selbst allerdings wird meist als starr und unnachgiebig, d.h. inertial
fest angesehen; eine gelegentliche Erweiterung st �utzt sich ebenfalls auf eine MKS-
Struktur, als Beispiel sei eine elastisch gelagerte Schwellenstruktur unter dem Gleis
genannt.

Die Simulation eines schweren LKWs oder Schienenfahrzeuges, z.B. eines ICE
bei einer Br �ucken �uberfahrt, st �osst jedoch bei jeder dieser beiden Vorgehensweisen
rasch an ihre Grenzen. Die elastische Verformung der Br �ucke l�a�t eine R�uckwir-
kung auf das Fahrverhalten erwarten, zu nennen w�are hier sicherlich zun�achst der
�Ubergang von vergleichsweise starrem, festem Untergrund auf die eher nachgiebige
Br �uckenstruktur. Ebenso l�a�t sich die komplexe Dynamik eines ICE1-Triebkopfes
und die daraus resultierende dynamische Belastung des Untergrunds sicherlich nicht
mit ausreichender Genauigkeit mit simplen Feder-Masse-Schwingern bei gleich-
zeitiger Vernachl�assigung des hochkomplexen nichtlinearen Kontakts zwischen Rad
und Schiene nachvollziehen.

Die L �osung bietet hier die Verkn �upfung der beiden oben beschriebenen Vor-
gehensweisen: Mit Hilfe der FEM-Software l�a�t sich die elastische Nachgiebigkeit
der Br �ucke realit�atsnah nachbilden, imMKS-Programmwird das Fahrzeug inklusive
Reifen{ oder Rad{Schiene{Dynamik als Gesamtsystem modelliert, die Verkopplung
der beiden Programme �ndet im Rahmen einer Zeitschrittintegration mittels der Co-
Simulation statt. Co-Simulation bedeutet, da� zwar FEM- undMKS-seitig getrennt
gerechnet (d.h. integriert) wird, jedoch ein zeitdiskreter Austausch der aktuellen lo-
kalen Verschiebungen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen (FEM �! MKS)
sowie der wechselwirkenden Kr�afte bzw. Lasten (MKS �! FEM) statt�ndet.

Zur Nachbildung einer elastischen Br �uckenstruktur �ndet gelegentlich auch ei-
ne kontinuierliche Modellierung als unverzweigtes Balkentragwerk Anwendung.
In [3, 4] beispielsweise besteht dieses aus einem oder einer Aneinanderreihung
mehrerer homogener Euler{Bernoulli Balken. Deren Bewegungen ist dabei auf
Biege{ und Torsionsschwingungen beschr�ankt, eventuelle L�angsschwingungen blei-
ben unber �ucksichtigt. Auf diese Weise wird zwar eine �au�erst eÆziente Simulation
gew�ahrleistet, die Verwendung von FEM-Software bietet dagegen jedoch { vor al-
lem auch im Hinblick auf eine stetige, enorme Steigerung der Rechenleistung von
Computern { zwei wesentliche Vorteile: Zum einen w�are deren sehr starke Verbrei-



tung nicht nur im Maschinenbau sondern auch im Bereich des Bauingenieurwesens
zu nennen, erprobte FEM{Modelle von Br �ucken sind also bereits verf �ugbar oder es
besteht zumindest gro�e Erfahrung bei deren Aufbau. Zum anderen ist diese Vorge-
hensweise nicht auf die Simulation von Br �ucken �uberfahrten beschr�ankt, sie erlaubt
beim Vorhandensein entsprechender FEM{Modelle problemlos auch die Simulation
anderer Stra�en{ oder Oberbau{Strukturen, beispielsweise der Festen Fahrbahn.

Die Idee der gekoppelten Simulation oder Co-Simulation �ndet auch im Zuge
anderer Problemstellungen Anwendung. Aus dem Bereich des Hochgeschwindig-
keitsschienenverkehrs soll hier nur die Wechselwirkung zwischen Stromabnehmer
und Oberleitung genannt werden. Der Stromabnehmer, je nach Aufgabenstellung
mit oder ohne Fahrzeug, wird hierbei als MKS modelliert, zur Nachbildung der aus
der elastischen Nachgiebigkeit resultierenden hochfrequenten Schwingungen der
Oberleitung kommen Spezialprogramme zur Anwendung, [13, 14].

2 Co-Simulation von Fahrzeug und Fahrweg

2.1 Prinzip der Co-Simulation

Die e�ektive Verkopplung zweier verschiedener Programme erlaubt es, die jewei-
ligen Vorteile eines jeden im Rahmen einer gemeinsamen Simulation zu nutzen.
Zur Simulation der Dynamik eines Schienen- oder eines Stra�enfahrzeugs haben
sichMKS-Programme durchgesetzt. Die elastischen Verformungen einer beliebigen
Br �uckenstruktur lassen sich mit FEM-Programmen berechnen. Deren Auswerteme-
thoden f �ur eine nichtlineare Dynamiksimulation sind allerdings aufgrund der in aller
Regel immens hohen Anzahl an Freiheitsgraden extrem zeitintensiv. Einen Ausweg
bietet hier die Vorablinearisierung in Zusammenhang mit einer modalen Redukti-
on der Freiheitsgrade der Br �uckenstruktur; im Rahmen der Simulation selbst sind
dann nur noch deren reduzierte lineare Bewegungsgleichungen zu l �osen. Dies l�a�t
sich sehr eÆzient durch spezielle L �osungsalgorithmen umsetzen. In Bild 1 ist ein
m�ogliches Szenario einer Co-Simulation zur Simulation einer Br �ucken �uberfahrt von
Stra�en- oder Schienenfahrzeugen skizziert.

Ein Vorteil dieses Szenarios ist, da� MKS{seitig mit einer einzigen Schnittstelle
sowohl die indirekte Ankopplung der modal reduzierten linearen Bewegungsglei-
chungen als auch die direkte Ankopplung der nichtlinearen Bewegungsgleichungen
m�oglich ist. Der erste Weg, der auch im folgenden im Vordergrund stehen soll,
ist sehr viel zeit-e�ektiver. F �ur F�alle bei denen nichtlineares Strukturverhalten der
Br �ucke eine Rolle spielt, sollte aber auch der zweite Weg beschreitbar sein.

Die Vorteile der direkten Co-Simulation zwischen dem MKS-Fahrzeugmodell
und dem nichtlinearen Finite Element Modell einer Br �uckenstruktur sind o�ensicht-
lich. In beiden Teilsystemen sind Nichtlinearit�aten beschreibbar. Das Gesamtsy-
stem Fahrzeug{Fahrweg unterliegt daher keinen Grenzen hinsichtlich der Modellie-
rung, aber bedingt durch die in der Regel hohen Rechenzeiten, die im wesentlichen
durch die Anzahl der Freiheitsgrade des Finite Element Modells verursacht werden,
werden zumeist nur einmalige Nachweisrechnungen eÆzient durchf �uhrbar sein.

Die Co{Simulation mit den modal reduzierten Bewegungsgleichungen eines li-
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Abbildung 1: Prinzip der Co-Simulation zur Simulation der Br �ucken �uberfahrt eine
Fahrzeuges: M�ogliche Verkopplungen von MKS{und FEM{Programm

nearen Finite Element Modells erm�oglicht eine drastische Einsparung der Freiheits-
grade, die zur Beschreibung des Deformationsverhaltens der Br �uckenstruktur not-
wendig sind. Damit ist die M�oglichkeit gegeben, bei kurzen Rechenzeiten die Wech-
selwirkungen zwischen Fahrzeug und Fahrweg zu studieren, zu verstehen und dann
das Systemverhalten gegebenenfalls zu verbessern.

Zur Realisierung der Br �ucke als FE-Modell kann prinzipiell jede geeigente FEM{
Software wie ANSYS, NASTRAN usw. verwendet werden, unter Umst�anden ist die
Schnittstelle eben entsprechend zu modi�zieren. Die gesamte Co-Simulation ist in
das MKS-Programm SIMPACK integriert, mit dessen Hilfe folglich auch die MKS-
Modelle der Fahrzeuge aufgebaut werden; f �ur eine Beschreibung von SIMPACK
siehe u.a. [6, 11].

2.2 Ablauf der Co-Simulation und Datenaustasch

Die Co-Simulation ist im Rahmen der Zeitintegration des MKS-Programms rea-
lisiert. Hierzu wird die Integration an diskreten Zeitpunkten angehalten. Dann
wird unmittelbar die Integration der linearen Bewegungsgleichungen der elasti-
schen Br �uckenstruktur gestartet, die als Eingangsgr �o�en die aktuell wirksamen La-
sten Pi ; i = 1; nRad gemeinsam mit deren Angri�spunkten verwendet.

Im Falle des Rad/Schiene{Kontakts ergeben sich die Lasten aus einer vektoriel-
len Addition der im Kontaktpunkt aktuell angreifenden Kr�afte. Dies ist zum einen
die je nach Kontaktmodell1 als eingepr�agte oder als Zwangskraft wirkende Normal-
kraft, deren Wirkrichtung normal zur Tangentialebene an Schienen- bzw. Radpro�l
im Kontaktpunkt liegt. Sowie die sich aus einem entsprechenden Reibgesetz erge-
benden lateral und longitudinal in der Kontaktebene wirkenden, von der Normal-

1Der Rad/Schiene{Modul von SIMPACK erm�oglicht zwei grunds�atzlich unterschiedliche Kontakt-
modellierungen: Das sehr e�ektive `starre' Kontaktmodell, bei dem der Kontakt zwischen Rad und
Schiene �uber eine Zwangsbedingung realisiert ist. Sowie ein `elastisches' Kontaktmodell mit Hilfe
eines linearen, einseitig wirkenden Feder{D�ampfer Elements, einer Hertz'schen Feder. Letzteres
kommt nur in Sonderf�allen zur Anwendung.



kraft abh�angigen Schlupfkr�afte. Die Kontaktpunkte dienen dabei gleichzeitig als
Kraftangri�spunkte. Eine sehr ausf �uhrliche Beschreibung des in SIMPACK imple-
mentierten Rad{Schiene{Moduls kann [9] entnommen werden.

Bei Stra�enfahrzeugen setzen sich die Lasten Pi aus der vertikal wirkenden Rei-
fenaufstandskraft sowie der daraus resultierenden Quer- und L�angsschlupkraft zu-
sammen. Zur Berechnung der Reifenaufstandskraft aus der Vertikalpositionierung
des Reifenaufstandpunktes steht eine ganze Reihe unterschiedlicher erprobter und
anerkannter N�aherungsmethoden zur Verf �ugung. Kraftangri�spunkt ist hierbei
stets der Reifenaufstandsmittelpunkt.

Ausgangsgr �o�en aus der `Strukturintegration' sind die lokalen, am Kraftangri�s-
punkt wirkenden, elastischen Verformungen sowie deren erste und zweite Ableitun-
gen, u; _u; �u. Hierbei ist zu beachten, da� es sich um �uber die elastische Br �ucken-
struktur bewegte Lasten handelt und die totalen Ableitungen gebildet werden
m�ussen. Allerdings k �onnen diese Gr �o�en zun�achst nur an solchen Stellen berechnet
werden, wo sich die Knoten des Finite{Element{Modells der Br �ucke be�nden. Die
Ausgangsgr �o�en selbst, d.h. die Verformungen an den Kraftangri�spunkten m�ussen
dann durch Interpolation aus den Knotenwerten gewonnen werden. Diese wer-
den dann in SIMPACK als zus�atzliche elastische Verschiebungen rSel;i ; i = 1; nRad
gem�ass dem Prinzip der `elastischen Anregung' w�ahrend der Zeitintegration der
Bewegungsgleichungen des Fahrzeugmodells im n�achsten Diskretisierungsintervall
verwendet.

Angewandt f �ur Schienenfahrzeuge hei�t das, da� die zus�atzlichen elastischen
Verschiebungen rSel;i bei der Berechnung von Lage und Orientierung der Schie-
nenpro�lsysteme Si ; i = 1; nRad ber �ucksichtigt werden m�ussen, siehe Bild 2. Da-
mit ergibt sich die Lage eines Schienenpro�lsystems2 S, in dem dann der jeweilige
Schienenpro�lquerschnitt de�niert ist, in Bezug auf das Inertialsystem eI zu

rS = rG + rS0 + rSanr + rSel: (1)

Jedem Radsatz, bestehend aus Achse, rechtem und linkem Rad sowie eventuellen
weiteren Anbauelementen, ist hierbei eindeutig ein Gleissystem Gj ; j = 1; nRad=2
zugeordnet, welches dem frei vorgebbaren Gleisverlauf (der Trasse) folgt. Charak-
terisiert ist die Trasse durch die Darstellung seiner Mittellinie als Raumkurve, ihre
Parametrierung erfolgt �uber die Bogenl�ange s, siehe [6]. Die aktuelle Lage eines
Radsatzes bez �uglich der Trassenmittellinie folgt also aus der Integration der loka-
len Tangentialgeschwindigkeiten _s des zugeh�origen Gleissystems, die Umrechnung
in kartesische Koordinaten des Inertialsystems ergibt den Ortsvektor rG. Ausge-
hend von diesem radsatz-spezi�schen Gleissystem G sind rechtes und linkes zu-
geh �origes Schienenpro�lsystem SS0;k; k = rechts, links, stets konstant positioniert;
wesentliche Parameter sind hierbei die Spurweite TG (z.B. TG = 1435mm) sowie
die Schieneneinbauneigung 1 : X (z.B. 1 : X = 1 : 40). Somit w�are nun der idea-
le Gleisverlauf beschrieben. Zur Darstellung realer Gleislagen lassen sich aber noch

2Aus Gr �unden einer �ubersichtlicheren Darstellung sei im folgenden auf die Indizierung i wo ein-
fach nachvollziehbar verzichtet. Da elastische Verdrehungen vernachl�assigt werden, wird auf die
Orientierung der Koordinatensysteme nicht weiter eingegangen.
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Abbildung 2: Lokalisierung eines Schienenpro�lsystems S = Sel auf einer elastisch
defomierten Br �uckenstruktur. Die Radindizierung i sei ebenso wie die aus einer
eventuellen Gleislagest �orung resultierenden zus�atzlichen Verschiebungen rSanr aus
Gr �unden der �Ubersichtlichkeit vernachl�assigt.

Gleislagest �orungen als wegabh�angige Anregungen rSanr als zus�atzliche { in aller Re-
gel kleine { Verschiebungen/Verdrehungen vektoriell aufaddieren. Und in gleicher
Weise werden nun auch die lokalen elastischen ebenfalls kleinen Verformungen rSel
der Br �uckenstruktur ber �ucksichtigt; daher auch die Bezeichnung als `elastische An-
regung'.

Neben den Schienenpro�lsystemen wird ein Radsatz durch die beidseitig an-
gebrachten Radpro�lsysteme charakterisiert. Letztere be�nden sich auf der Rad-
satzachse und sind um den konstanten halben Radstand nach rechts bzw. links aus-
sen verschoben. Jeder Radsatz ist innerhalb des durch die Schienen vorgegebenen
Spurkanals, jedoch in Abh�angigkeit von den jeweiligen Pro�len f �ur R�ader und Schie-
nen, frei verschiebbar. Die aktuelle Lage und Orientierung eines Kontaktpunktes
zwischen Rad und Schiene folgt nun aus der Relativlage und {orientierung zwischen
eben dem Rad{ und dem Schienenpro�lsystem �uber rein geometrische, aufgrund
der Pro�lgeometrien in aller Regel hochgradig nichtlineare Zusammenh�ange aus
der Kontaktbedingung, formuliert als kinematischer Zwang, siehe hierzu auch [9].

Das Vorgehen im Falle von Strassenfahrzeugen ist im Prinzip das Gleiche. F �ur
jeden Reifen existiert ein dem Gleissystem entsprechendes Trasseystems G. Aller-
dings ist bei dessen Positionierung auf der Trassenmittellinie ein nicht konstanter
reifenspezi�scher O�set in L�angsrichtung iterativ zu ber �ucksichtigen. Die Lage des
Reifens in Bezug auf das Trassesystem, bestimmt durch den Reifenmittelpunkt, l �asst
sich darauf aufbauend aus dem Zustandsvektor des Simulationsmodells ableiten.
Damit ist aber auch gleichzeitig der idealisierte Reifenaufstandspunkt (entspricht



der Strassenober
�ache) bestimmt. Im Falle einer inertial festen Strasse kann auch
nun wieder eine St �orung in Form einer wegabh�angigen Anregung rSanr vektori-
ell aufaddiert werden. Deren Wegabh�angigkeit bezieht sich auf die aktuelle Lage
des Trassensystems G des Reifens. Im Falle einer nachgiebigen Br �uckenstruktur
als Untergrund folgt wiederum gem�a� dem Prinzip der `elastischen Anregung' eine
weitere Verschiebung entsprechend deren lokaler elastischer Verformung rSel. So-
mit ist der die Strassenober
�ache repr�asentierende Reifenaufstandspunkt S = Sel im
Falle einer Strassenst �orung bei �Uberfahrt �uber eine nachgiebige Br �ucke gefunden.

Im folgenden Abschnitt werden die linearen reduzierten Bewegungsgleichun-
gen einer beliebigen Br �uckenstruktur aus einem geeigneten FEM-Model abgeleitet.
Anschlie�end wird deren eÆziente zeitdiskrete Integration beschrieben. Aus den
daraus folgenden elastischen Verformungen u; _u; �u lassen sich dann die letzendlich
in der Simulation verwendeten lokalen elastischen Verschiebungen rSel sowie deren
erforderlichen Ableitungen interpolieren.

3 Beschreibung der Br �uckenstruktur

Wie oben angef �uhrt sind die beiden M�oglichkeiten der Co{Simulation daher nicht
als konkurrierende, sondern vielmehr als sich erg�anzende Methoden zu verstehen.
Um Erfahrungen im Bereich der Co{Simulation beispielsweise zur Entwicklung von
Algorithmen zur Schrittweitensteuerung gewinnen zu k �onnen, soll mit der modal
reduzierten Beschreibung der Br �uckenstruktur begonnen werden.

3.1 Bewegungsgleichungen elastischer K�orper inMehrk�orpersyste-

men

Zun�achst soll kurz der Stand der Technik bei der Beschreibung 
exibler K�orper in
Mehrk �orpesystemen dargestellt werden um sp�ater die Besonderheiten der 
exiblen
Fahrbahn besser hervorheben zu k �onnen.

Die Absolutbewegung r 
exibler K�orper in Mehrk �orpersystemen wird durch die
Translation t sowie durch die Rotationsmatrix A des k �orperfesten Referenzsystems
e gegen�uber dem Inertialsysten ei, die Lage im undeformierten Zustand c und die
elastischen Deformationen u(c; t) beschrieben,

r(c; t) = A(t) (t+ c + u(c; t)) : (2)

Dabei sind die Vektoren t, c und u(c; t) gem�a� Bild 3 im k�orperfesten Referenzsy-
stem e gegeben. Die Verschiebungen werden als Linearkombination von nq Ansatz-
funktionen uj(c) mit den Modalkoordinaten qj(t), also als Ritz{Ansatz

u(c; t) =

nqX
j=1

uj(c)qj(t) (3)

dargestellt, siehe beispielsweise [15] und [2]. Ausgehend von der kinematischen
Gleichung (2) und dem Ritz Ansatz (3) kann die Absolutgeschwindigkeit _r und die
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Abbildung 3: Kinematische Beschreibung elastischer K�orper in Mehrk �orpersyste-
mem am Beispiel einer elastischen Fahrbahn.

Absolutbeschleunigung �r, sowie die Verzerrungen

�(c; t) = D�uu(c; t) (4)

aus den linearen Verschiebungs{Verzerrungsgleichungen und die Spannungen

�(c; t) = H�(c; t) (5)

aus dem linearen Elastizit�atsgesetz ermittelt werden. Damit stehen nun alle Gr �o�en
zur Verf �ugung, die zur Aufstellung der Bewegungsgleichugen mit dem Prinzip der
virtuellen Leistungen
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ben �otigt werden. Trennt man in den Integralen orts{und zeitabh�angige Gr �o�en
[15], gelangt man zu der folgenden Form
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wobei aus Gr �unden der �Ubersichtlichkeit angreifende Momente wie auch Volu-
menkr�afte vernachl�assigt werden. Die in Tabelle 1 angef �uhrten Submatrizen oder
auch Ortsintegralmatrizen der Gleichung (7) k �onnen vor der Simulation im FEMBS{
Preprozessor aus der Stei�gkeits{und Massenmatrix sowie den Knotenkoordina-
ten des FE-Modells berechnet werden, da sie nur vom Ort nicht aber von der Zeit
abh�angen. Als Ansatzfunktionen k�onnen beispielsweise die Eigenformen des FE-
Modells verwendet werden. Die Berechnung der in Tabelle 1 dargestellten Ortsin-
tegralmatrizen ist detailliert in [15] beschrieben.



Tabelle 1: Ortsintegralmatrizen 
exibler MKS{K�orper, deren Zustandsgr �o�en und
weitere De�nitionen

Ortsintegralmatrizen

M e modale Massenmatrix
Ke modale Stei�gkeitsmatrix
Ct Koppelmatrix Translation{Deformation
Cr Koppelmatrix Rotation{Deformation
J Massentr�agheitsmomente
Gr Gyroskopische Kr�afte{Rotation
Ge Matrix zur Beschreibung gyroskopischer Kr�afte aufgrund von Deformationen
Oe Matrix zur Beschreibung von Fliehkr�aften aufgrund von Deformationen

zeitabh�angige Zustandsvektoren

a Absolutbeschleunigung
! Winkelgeschwindigkeit
q Modalkoordinaten

De�nitionen

dCM Deformierte Lage gemessen vom Schwerpunkt
I Einheitsmatrix

 


T = f!2

x; !
2

y; !
2

z ; !x!y; !y!z; !x!zg
~! Kreuzprodukt ~!r = r � !

3.2 Besonderheiten der 
exiblen Fahrbahn { L�osung der modal ent-

koppelten Bewegungsgleichungen

Die Beschreibung einer 
exiblen Fahrbahn als 
exibler K�orper eines Mehrk �orper-
systems Fahrzeug{Fahrweg erscheint unvorteilhaft, da diese keine gro�en
Starrk �orperbewegungen ausf �uhrt und somit nur ein Bruchteil der Terme von Glei-
chung (7), und zwar die modale Massen{und Stei�gkeitsmatrix ben �otigt werden.
Ausgehend von der MassenmatrixM und der Stei�gkeitsmatrixK einer Finite Ele-
ment Modellierung und den daraus berechneten Ansatzfunktionen (8)

U =
�
u1; : : : ;uj; : : : ;unq ;

�
; (8)

ergeben sich die gesuchten Modalmatrizen f �ur Masse (9) und Stei�gkeit (10) sowie
die generalisierten Koppelkr�afte (11) zwischen Fahrzeug und Fahrweg zu

M e = UTMU ; (9)

Ke = UTKU ; (10)

pe = UTp: (11)

Beschr�ankt man sich auf orthogonale Ansatzfunktionen, wie zum Beispiel die Eigen-
formen oder auch orthogonalisierte Statikmoden [2], sind die Bewegungsgleichun-



gen

M e�q +Keq = pe (12)

der 
exiblen Fahrbahn entkoppelt. Diese k �onnen also durch eine Anzahl von nq
linearen gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung

mejj�qj + dejj _qj + kejjqj = pej (13)

beschrieben sowie nach Bestimmung der generalisierten Koppelkr�afte separat inte-
griert werden. In Gleichung (13) wird die D�ampfung der Br �uckenstruktur durch die
KoeÆzienten dejj beschrieben, die sich �uber einen stei�gkeitsproportionalen Ansatz

dejj = Dj 2
q
mejj kejj (14)

bei Vorgabe des kritischen D�ampfungsma�e Dj f �ur jede Ansatzfunktion separat be-
rechnen lassen.

Die L �osung der modal entkoppelten Bewegungsgleichungen (13) erfolgt in ge-
schlossener Form, wobei innerhalb eines Austauschintervalls eine lineare Abh�angig-
keit der generalisierten Koppelkr�afte von der Zeit angenommen wird und der Gradi-
ent dieser linearen Beziehung aus bereits berechneten L �osungen extrapoliert wird.

4 Zusammenfassung

Die hier vorgestellte Methode der Co{Simulation eines Mehrk �orper{
Fahrzeugmodells mit einer vollst�andig modal entkoppelten Br �uckenstruktur
zeichnet sich durch ihre EÆzienz hinsichtlich der Rechenzeit aus, die im we-
sentlichen durch das Zusammenwirken folgender Faktoren erm�oglicht wird: Die
Verwendung orthogonaler Ansatzfunktionen, die Co{Simulation und in Anlehnung
an [5] die analytische Auswertung der modal entkoppelten Bewegungsgleichungen.

Die Verwendung orthogonaler Ansatzfunktionen erm�oglicht das Aufstellen und
separate Berechnen der Modalkoordinaten. Es ist kein [n � n] Gleichungssystem
zu l �osen, sondern es sind lediglich n Gleichungen von jeweils einem Freiheitsgrad
auszuwerten. Das ist jedoch nur m�oglich, wenn die Koppelkr�afte zwischen Fahr-
zeug und Fahrweg bei der Berechnung der Deformationen als �au�ere Kr�afte, also
als generalisierte Lasten im Rahmen einer Co{Simulation, behandelt werden. An-
dernfalls, beim direkten Einbau der Gleichungen (13) bzw. (12) in die Bewegungs-
gleichungen des Mehrk �orpersystems, erfolgt die Kopplung zwischen Fahrzeug und
Fahrweg durch Kraftgesetze oder Zwangsbedingungen, die den Kontakt zwischen
Rad und Schiene Reifengesetz beschreiben. Die Zuschl�age solcher Kraftgesetze zur
modalen Stei�gkeitsmatrix verursachen eine erneute Verkopplung der zun�achst mo-
dal entkoppelten Gleichungen (12).

Bei der in Abschnitt 3.1 beschriebenen Methode der Einbindung 
exibler K�orper
h�angt die Rechenzeit zus�atzlich stark von dem Stei�gkeits{Massenverh�altnis

!2

j =
kej
mej

(15)



der verwendeten Ansatzfunktionen uj ab, und zwar steigt die Rechenzeit drastisch
mit diesem Verh�altnis an, da die Zeitintegration nur mit entsprechend kleinen
Schrittweiten sinnvolle Ergebnisse liefert. Es sei an dieser Stelle darauf hingewie-
sen, da� es durchaus notwendig sein kann, solche hochfrequentenAnsatzfunktionen
zu verwenden, insbesondere wenn lokale Deformationen in Krafteinleitungsberei-
chen imMehrk �orpermodell zu ber �ucksichtigen sind. Das hier vorgestellte Verfahren
vermeidet diesen Nachteil aufgrund der analytische Auswertung wegen der modal
entkoppelten Bewegungsgleichungen.
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