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Zusammenfassung

Bei Mehrk�orpersimulationsrechnungen werden in der Regel modal transformier-
te Finite-Element-Modelle verwendet, wobei die Transformationsbeziehung durch
einen Ritz-Ansatz beschrieben wird. Die Aussagekraft der modal reduzierten Finite-
Element-Modelle h�angt von der Auswahl der zur Transformation verwendeten Mo-
den (Eigen-und Statikmoden) im Ritz-Ansatz ab. Im vorliegenden Bericht soll die
Frage beantwortet werden, welche Art von Moden bei der Modaltransformation
ber�ucksichtigt werden m�ussen, um alle Zustandsgr�o�en des elastischen K�opers bei
einer hohen Einsparung an Freiheitsgraden m�oglichst genau zu approximieren.
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1 Bezeichnungen

kleine Buchstaben

k Anzahl der Hauptfreiheitsgrade der stati-
schen Kondensation

r Anzahl der Unbekannten des reduzierten FE-
Modells

m Anzahl der Unbekannten des FE-Modells

x; y; z Koordinaten im k�orperfesten Koordinaten-
system des Drehgestellrahmens oder des
Wagenkastens

u; v; w Verschiebung des Wagenkastens bzw. Dreh-
gestells in x,y und z

�x; �y; �z Drehwinkel des Wagenkastens bzw. Drehge-
stells um x,y, und z

Vektoren

u allgemeiner Verschiebungsvektor des FE-
Modells

q verallgemeinerte Freiheitsgrade des reduzier-
ten FE-Modells

p Lastvektor

t Eigen, Statik oder Starrk�orpermode

Matrizen

T Transformationsmatrix

M Massenmatrix

D D�ampfungsmatrix

S Stei�gkeitsmatrix

P Lastmatrix

G Abbildung von Starrk�orpervektoren auf den
Nullvektor

K Kinematik des Verbindungselementes

C Lagerung der freien Substruktur

Hochgestellte
Indizes
� gefesselte Substruktur
T transponiert
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Tiefgestellte
Indizes

N Nebenfreiheitsgrade

H Hauptfreiheitsgrade

st starrk�orper

stat statisch

c aus der Vorgabe von Einheitsverschiebungen

a aus der Vorgabe von Einheitslasten

mod modal

res residual

red Gr�o�en des reduzierten FE-Modells

n Verbindungselement

Cn Federelement Cn

i Koppelstelle am Wagenkasten

j Koppelstelle am Drehgestellrahmen

1 Einheitsgr�o�e

Sp Schwerpunkt

2 Einleitung

Die dynamischen Belastungen, die beispielsweise der verwindungsweiche Drehgestellrah-
men eines S-Bahnfahrzeuges erf�ahrt, k�onnen mit Hilfe eines Mehrk�orper-Fahrzeugmodells
ermittelt werden. In den so berechneten dynamischen Belastungen, sind die Eigenschaften
des Fahrzeuges aber auch die Eigenschaften des Fahrweges und weiterer Betriebsbedin-
gungen erfa�t.
Bei Mehrk�orpersimulationen ist oft eine Ber�ucksichtigung der elastischen Eigenschaften
einzelner K�orper des Fahrzeugmodells notwendig. Elastische Verschiebungen werden in
Mehrk�orpermodellen durch einen Ritz-Ansatz beschrieben, der oft aus einigen Eigenmo-
den besteht, die mit Hilfe eines Finite-Element-Modells (Substruktur) ohne Vorgabe von
Verschiebungsrandbedingungen am freien FE-Modell berechnet werden. Mit diesem Ritz-
Ansatz werden die elastischen Deformationen hinreichend genau approximiert. Berechnet
man daraus die Spannungen bzw. Schnittkraftgr�o�en innerhalb der Substruktur, ergeben
sich keine realistischen Werte, da Eigenmoden das Schwingungsverhalten der freien Sub-
struktur beschreiben und die Belastungen, die das Mehrk�orpermodell auf die Substruktur
aus�ubt, nicht ber�ucksichtigt werden.
Statikmoden beschreiben die elastischen Verschiebungen der Substruktur, wenn Belastun-
gen oder geometrische Zwangsbedingungen vorgegeben werden. Daher soll nachfolgend
die Frage beantwortet werden, ob durch die zus�atzliche Verwendung von Statikmoden im
Ritz-Ansatz, die Wechselwirkungen der freigeschnittenen, modal reduzierten Substruktur
mit dem �ubrigen Mehrk�orpermodell korrekt beschrieben werden kann, so da� eine Be-
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rechnung von Spannungs{bzw. Schnittkraftgr�o�en aus dem Ritz-Ansatz m�oglich ist, die
letztendlich auf der Linearkombination einiger Statik{und Eigenmoden beruht und da-
mit einen wesentlich geringeren numerischen Aufwand verursacht als eine Berechnung am
vollst�andigen FE-Modell.
Als Beispiel f�ur eine elastische Substruktur wurde der L�angstr�ager eines Drehgestellrah-
mens gew�ahlt, der mit Hilfe von Balkenelementenmodelliert wurde. Die elastischen Eigen-
schaften aus dem linearen Balkenmodell werden in ein einfaches, lineares Fahrzeugmodell
eingebaut.
Die Resultate aus dem Balkenmodell sind auf FE-Modellierungen mit Fl�achen oder Volu-
menelementen �ubertragbar, weil die einzige Voraussetzung die Linearit�at des FE-Modells
ist.

3 Formalismus der Reduktion

Die Reduktion der Matrizen des FE-Modells (1) mit n Systemunbekannten

M u� + D u_ + S u = p (1)

wird f�ur allgemeine, lineare, zeitinvariante Bewegungsgleichungen durch die Gleichungen
(3) bis (7) beschrieben [3] [1]. Bei allen Reduktionsverfahren wird f�ur den Verschiebungs-
vektor u des FE-Modells ein Ritz-Ansatz (2) bzw. (3) gemacht.

u =
rX

k=1

tk qk(t) (2)

Die Eigen{und Statikmoden t1 bis tr und deren Amplituden q1 bis qr k�onnen zu einer
Transformationsmatrix T bzw. zu einem Amplitudenvektor q zusammengefa�t werden:

u = T q; (3)

[m� 1] [m� r] [r � 1]

T = [t1 :: tr]: (4)

Gleichung (3) stellt eine Koordinatentransformation von dem Vektorraum (u1 :: um mit
der Dimension m, in den Vektorraum (q1 :: qr) der Dimension r dar. Wird diese Koordi-
natentransformation in das Prinzip der virtuellen Verr�uckungen (5) eingesetzt, ergibt sich
das reduzierte FE-Modell (7), das durch die Matrizen M red, Sred, Dred und den Vektor
der generalisierten Lasten pred beschrieben wird.

�uT [M u� + D u_ + S u] = �uT p; (5)

�qT [T T M T q� + T T D T q_ + T T S T q] = �qT T T p; (6)

M red q� + Dred q_ + Sred q = pred: (7)
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1 r

t1::tr

1 m
1

S ST

m
1

T T Sred

r

Am Falkschen Schema erkennt man, da� sich bei der Reduktion die Dimension des FE-
Modells vonm auf r verringert. Um eine gro�e Einsparung an Freiheitsgraden zu erreichen,
mu� das Verhalten der Struktur f�ur den gesamten interessierenden Frequenzbereich durch
eine m�oglichst geringe Anzahl an Eigen{und Statikmoden t erfa�t werden.

4 Einbau des reduzierten FE-Modells in lineare Be-

wegungsgleichungen

Im folgenden soll gezeigt werden, wie ein reduziertes FE-Modell in ein lineares Bewegungs-
gleichungssystem eingebaut werden kann. Das Vorgehen (siehe dazu [2]) wird anhand des
Beispiels aus Bild 1 erl�autert. F�ur den fett hervorgehobenen Teil des Fahrzeuges soll der
Anteil an der Stei�gkeits{bzw. Massenmatrix des Fahrzeugmodells aufgestellt werden. Der
Wagenkasten soll starr, der Drehgestellrahmen elastisch modelliert werden.
Das automatisierte Aufstellen der Stei�gkeitsmatrix eines Fahrzeugmodells, das aus teil-
weise elastisch modellierten Einzelk�orpern besteht, gleicht im Prinzip dem Vorgehen f�ur
starr modellierte Einzelk�orper. In jedem Fall ist f�ur die Verbindungselemente des Fahr-
zeugmodells (Federn, D�ampfer, ...) eine Formulierung der Verschiebungen an den Koppel-
stellen, der kinematischen Beziehungen, des Kraftgesetzes und der Form�anderungsenergie
notwendig. Kinematische Verbindungselemente (Gelenke) werden in diesem Bericht nicht
betrachtet.

Verschiebungen an den Koppelstellen : F�ur den starren Wagenkasten berechnen
sich die Verschiebungen ui;n an der Koppelstelle mit dem Federelement cn aus dem Ver-
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Bild 1: Vertikales Fahrzeugmodell eines Wagenkastens

schiebungsvekor ust eines Referenzpunktes (z.B. der Schwerpunkt) und den ersten drei
Zeilen der Starrk�orpertransformationsmatrix Ri;n aus Gleichung (12), wenn dort z und
zsp zu Null gesetzt werden.
F�ur den elastisch modellierten Drehgestellrahmen erh�alt man die Verschiebungen uj;n an
der Koppelstelle aus den entsprechenden Zeilen Tj;n der Transformationsbeziehung. Die
Verschiebungen uj;n sind dann abh�angig von den q Freiheitsgraden des Ritz-Ansatzes,

2
6664

:
uj;n
:
:

3
7775 =

2
6664

:
Tj;n
:
:

3
7775 qj = T qj :

F�ur die Federendverschiebungen ergibt sich(
ui;n
uj;n

)
=

"
Ri;n 0

0 Tj;n

# (
ust;i
qj

)
: (8)

Kinematische Beziehungen : Die linearisierte Kinematik (9) eines Verbindungsele-
mentes stellt den Zusammenhang zwischen seiner Endverschiebungen ui;n und uj;n und
seiner relativen L�angen�anderung vn her [2]:

vn =
n
��x=l;��y=l;��z=l j �x=l;�y=l;�z=l

o
n

n ui;n
uj;n

o
; (9)

=
n
�dTn j dTn

o n ui;n
uj;n

o
:
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Kraftgesetz : Mit dem linearen Kraftgesetz (10) des Verbindungselementes kann die
Kraft Fn, die in ihm wirkt, aus der relativen L�angen�anderung berechnet werden:

Fn = cn vn: (10)

Form�anderungsenergie des Federelementes : Aus dem Prinzip der virtuellen
Verr�uckungen ergibt sich dann der Anteil der betrachteten Feder an der Systemstei�g-
keitsmatrix des Fahrzeugmodells

��n = �vn cn vn;

=
n
�uTst;i j �qTj

o
cn

"
RT
i;n
Kn Ri;n �RT

i;n
Kn Tj;n

�T T
j;n
Kn Ri;n T T

j;n
Kn Tj;n

# (
ust;i
qj

)
;

=
n
�uTst;i j �qTj

o " Scn;ii Scn;ij

ST
cn;ji

Scn;jj

# (
ust;i
qj

)
;

mit

Kn = dn d
T
n
:

4.1 Einbau in das Fahrzeugmodell

F�ur das Teilsystem aus Bild 1 kann nun der Anteil am Bewegungsgleichungssystem auf-
gestellt werden: 2

66664
Mst

Mred

3
77775

8>>>><
>>>>:
ust;i
qj

9>>>>=
>>>>;

��

+ (11)
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2
66664

Scn;ii Scn;ij
Scn;ij

T Sred + Scn;jj

3
77775

8>>>><
>>>>:
ust;i
qj

9>>>>=
>>>>;

=

8>>>><
>>>>:

pst;i
pred;j

9>>>>=
>>>>;
:

Die Anteile des Wagenkastens am Fahrzeugmodell sind

� die Starrk�orpermassenmatrixMst,

� Die Lagerung des Wagenkastens Scn;ii und

� der Belastungsvektor pst.

In der zweiten Zeile von Gleichung (11) stehen die Anteile des Drehgestellrahmens

� Die MassenmatrixMred,

� die Stei�gkeitsmatrix Sred,

� der Belastungsvektor pred des reduzierten FE-Modells und

� die Lagerung des freien Drehgestellrahmens Scn;jj .

Die Freiheitsgrade der beiden Einzelk�orper sind durch die Matrix

� Scn;ij

bzw. deren Transponierte miteinander gekoppelt. Die MatrizenMred, Sred und Tj;n, so-
wie der Vektor pred treten allgemein f�ur elastisch modellierte Einzelk�orper in Mehrk�orper-
systemen auf und m�ussen �uber eine geeignete Schnittstelle [6] vom FE-Programm an das
jeweilige MKS-Programm �ubergeben werden.
Der Formalismus der Transformation und der Einbau der elastisch modellierten K�orper
in das Mehrk�orpermodell ist f�ur alle nachfolgend untersuchten Reduktionsverfahren mit
dem beschriebenen Schema identisch. Sie unterscheiden sich nur hinsichtlich der Auswahl
der Eigen{und Statikmoden in der Transformationsmatrix T .

5 Die Eigen{und Statikmoden des Ritz-Ansatzes

F�ur kleine, linearisierbare Bewegungsvorg�ange werden neben den Eigen{und Statikmoden
zus�atzlich Starrk�orpermoden in die Transformationsmatrix einsortiert.

5.1 Starrk�orpermoden

Die Matrix Rj bildet den Starrk�orperverschiebungszustand des Schwerpunktes auf den
Starrk�orperverschiebungszustand uj an einem Knoten j des FE-Modells ab:8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

u
v
w

�x
�y
�z

9>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

j

=

2
666666664

1 (zj � zsp) �(yj � ysp)
1 �(zj � zsp) (xj � xsp)

1 (yj � ysp) �(xj � xsp)
1

1
1

3
777777775

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

u
v
w

�x
�y
�z

9>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

Sp

;
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uj = Rj uSp: (12)

Die Starrk�orpermoden t1 bis t6 des FE-Modells ergeben sich, wenn die Vektoren uj als
Systemverschiebungsvektor angeordnet werden.

8>>><
>>>:
u1

:
uj
:

9>>>=
>>>; =

2
6664
R1

:
Rj

:

3
7775 uSp;

u =
h
t1 :: t6

i
uSp;

u =
h
Tst

i
qst: (13)

5.2 Statikmoden

Statikmoden sollen das elastische Verhalten der belasteten Substruktur beschreiben. Die
Belastungen k�onnen Kr�afte aus Verbindungselementen, Tr�agheitskr�aften oder �au�eren Be-
lastungen sein. Diese Zust�ande k�onnen auf unterschiedliche Art berechnet werden. Erstens
k�onnen Zwangsbedingungen bzw. Einheitsverschiebungen vorgegeben werden. Zweitens
k�onnen Einheitsbelastungen vorgegeben werden.

5.2.1 Statikmoden aus der Vorgabe von Einheitsverschiebungen

Einheitsverschiebungen werden an Koppelstellen und Einzelkraftangri�stellen vorgege-
ben. Die daraus resultierenden Statikmoden bzw. Verschiebungsvektoren des FE-Modells
k�onnen aus der statischen Kondensation berechnet werden, wenn die Koppelfreiheitsgra-
de und die Freiheitsgrade der Einzelkraftangri�spunkte als Hauptfreiheitsgrade erhalten
bleiben. Ein derartiger Statikmode ist in Bild 2 dargestellt. Wird die Stei�gkeitsmatrix
und der Systemverschiebungsvektor nach Haupt- und Nebenfreiheitsgraden sortiert
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Bild 2: De�nitionen f�ur constraint modes (Formen aus Randbedingungen)

"
SHH SHN

SNH SNN

# (
uH
uN

)
=

(
pH
0

)
; (14)

so erh�alt man [2] aus der zweiten Zeile des Gleichungssystems (14) eine Beziehung zwischen
den Haupt- und Nebenfreiheitsgraden (15). Fa�t man Haupt- und Nebenfreiheitsgrade in
einem Verschiebungsvektor zusammen, ergibt sich die gesuchte Beziehung zwischen den
Hauptfreiheitsgraden und dem Systemverschiebungsvektor. Die Sortierung nach Haupt{
und Nebenfreiheitsgraden mu� nat�urlich r�uckg�angig gemacht werden.

uN = �S�1

NN SNH uH ; (15)

(
uN
uH

)
=

"
�S�1

NN SNH

I

#
uH ; (16)

Sortierung r�uckg�angig machen

ustat;c =
h
Tstat;c

i
qstat;c: (17)

Damit SNN invertierbar ist, mu� die Sperrung der Hauptfreiheitsgrade mindestens eine
statisch bestimmte Lagerung bewirken. F�ur die meisten Substrukturen in Fahrzeugmo-
dellen wird diese Bedingung erf�ullt sein. Die Verschiebungsvektoren aus statischer Kon-
densation werden im allgemeinen als constraint modes [8] (Formen aus Randbedingungen)
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bezeichnet.

5.2.2 Statikmoden aus der Vorgabe von Einheitslasten

F�ur unverschieblich gelagerte Substrukturen werden die Verschiebungsvektoren in Tstat
durch Multiplikation der inversen Stei�gkeitsmatrix mit Einheitslastvektoren p1, die spal-
tenweise in P1 angeordnet sind, bestimmt. Die Einheitslasten werden an den Stellen auf-
gebracht wo Koppel { oder Einzelkr�afte wirksam sind. Da alle �ubrigen Komponenten von
p1 Null sind, werden nur die ben�otigten Spalten der inversen Stei�gkeitsmatrix in die
Transformationsmatrix Tstat;a einsortiert,

Tstat;a = S�1 P1:

Die Verschiebungsvektoren aus der Vorgabe von Einheitslasten werden als attachment

modes [8] (Formen aus Einzelkr�aften) bezeichnet.
Werden die Einheitsbelastungsvektoren in P1 an einer freien Substruktur aufgebracht, tre-
ten Starrk�orperbewegungszust�ande tst auf, denen aufgrund der Tr�agheitskr�afte aus der
Starrk�orperbewegung elastische Anteile tstat;a �uberlagert sind. Die Starrk�orperverschie-
bungsvektoren k�onnen mit Hilfe der linearen Abbildung (18) von den elastischen Anteilen
abgezogen werden.

tstat;a = G (tst + tstat;a) (18)

Setzt man diese Verschiebungstransformation in das Prinzip der virtuellen Verr�uckungen
ein, ergibt sich

GT S G| {z }
S�

(tst + tstat;a) = GT p1| {z }
pg

; (19)

eine transformierte Stei�gkeitsmatrix S�, die invertierbar ist, da in ihr keine Starrk�orpe-
ranteile mehr enthalten sind. Die transformierten Lastvektoren pg leisten an den
Starrk�orperverschiebzungszust�anden keine virtuelle Arbeit,

0 = T T
st
GT P1:

Sie stellen daher statische Eigenkraftgruppen dar. Die statischen Verschiebungszust�ande
(20) ergeben sich aus Gleichung (19), wobei die Starrk�orperverschiebungszust�ande bereits
abgezogen wurden.

Tstat;a = G S��1 GT P1 (20)

Die globalen Verschiebungsvektoren werden [8] als inertia relief attachment modes (For-
men aus Eigenkraftgruppen) bezeichnet.
Die Matrix GT bestimmt sich, indem die Starrk�orperbewegungszust�ande infolge aller
Einheitslastvektoren berechnet werden. Mit den zugeh�origen Massenkr�aften k�onnen die
Eigenkraftgruppen berechnet werden. Dazu werden zun�achst die Starrk�orperbewegungen
bestimmt, die sich aus

ust� = T T
st
P1

ergeben, wenn die Starrk�orperverschiebungsvektoren entsprechend,

T T
st M Tst = I ;
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normiert werden. Die Massenkr�afte Pm aus dem Starrk�orperbewegungszustand

Pm = �M Tst T
T
st P1

bilden zusammen mit P1 eine gleichgewichtige �au�ere Belastung Pg.

Pg = [I � M Tst T
T
st
]| {z }

GT

P1

Bild 3 zeigt einen Verschiebungsverlauf infolge einer Einheitsbelastung an der Koppelstelle
und den zugeh�origen Massenkr�aften aus der Starrk�orperbewegung.

Bild 3: Eigenkraftgruppe f�ur ein attachment mode

Bild 3 zeigt, da� Statikmoden, die entsprechend Gleichung 20 berechnet werden, neben
den Koppelkr�aften auch die Auswirkungen der Tr�agheitskr�afte aus der Starrk�orperbewe-
gung auf die elastischen Verschiebungen enthalten. Beim Reduktionsverfahren von Hur-
ty (Abschnitt 6.4) werden nur die Koppelkr�afte nicht aber die Tr�agheitskr�afte aus der
Starrk�orperbewegung ber�ucksichtigt.
Anstelle der numerisch aufwendigen Transformation der Systemstei�gkeitsmatrix kann
die Substruktur statisch bestimmt gelagert werden, wobei die Fesselungen so anzubrin-
gen sind, da� sich die Schnittkraftzust�ande infolge der Gleichgewichtskraftgruppen Pg

genau wie am freien System einstellen. Die Fesselung darf keine Zw�angungen im System
hervorrufen [4].
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Bild 4: a) Zul�assige und b) fehlerhafte Fesselungen der Substruktur

Am einfachsten ist es, s�amtliche Freiheitsgrade an einer Koppelstelle zu sperren (Bild 4
a) oben).

5.3 Eigenmoden

Aus der L�osung des allgemeinen Eigenwertproblems (21) erh�alt man die Eigenwerte und
Eigenmoden des FE-Modells. Dabei kann das freie, das elastisch gefesselte{oder das starr
gefesselte FE-Modell behandelt werden. F�ur die beiden letztgenannten F�alle werden die
Freiheitsgrade des FE-Modells gefesselt, die an den Koppelelementen des Fahrzeugmodells
Arbeit leisten,

(�2 M + � D + S) tmod = 0: (21)

In der Matrix Tmod werden die Eigenmodenn bzw. Eigenformen tmod einsortiert, die bei
der Reduktion des FE-Modells ber�ucksichtigt werden sollen:

umod =
h
Tmod

i
qmod =

h
: : : tmod : : :

i
qmod: (22)

5.4 Residuale Statikmoden

Statikmoden tstat lassen sich durch einen Ritz-Ansatz beschreiben, der alle Eigenmo-
den des freigeschnittenen FE-Modells enth�alt. Die in der Mehrk�orpersimulation ber�uck-
sichtigten Eigenmoden sind (Gleichung (23)) in der Matrix Tmod, die vernachl�assigten
Eigenmoden in der Matrix Tmod;r zusammengefasst:

tstat = Tmod qmod + Tmod;r qmod;r; (23)

tstat = Tmod qmod + tres: (24)

Jeder Statikmode tstat enth�alt demnach einen Anteil, der im Ritz-Ansatz ber�ucksichtigten
Eigenmoden Tmod. Wird dieser Anteil von dem Statikmode abgezogen, erh�alt man einen
residualen Statikmode tres (Gleichung (24)). Ein Vergleich der Gleichungen (23) und (24)
zeigt, da� sich residuale Statikmoden irgendwie aus den vernachl�assigten Eigenmoden
Tmod;r zusammensetzen und daher orthogonal zu den ber�ucksichtigten Eigenmoden sind.
In den Bewegungsgleichungen sind dann Eigenmoden und residuale Statikmoden entkop-
pelt. Diese Orthogonalisierung ist nicht zwingend erforderlich, bringt aber Vorteile bei der
Beurteilung der Simulationsergebnisse mit sich.
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Bild 5: "Fahrzeugmodell"

6 Reduktion des FE-Modells und Ergebnisse

6.1 MKS-Modell

Mit den Eigen{und Statikmoden aus Abschnitt 5 sollen Reduktionsverfahren getestet
werden. Ergebnisse werden f�ur das in Bild 5 dargestellte Beispiel des L�angstr�agers gezeigt.
Die Bewegungen des Wagenkastens werden zu Null gesetzt, weil hier nur das Verhalten
des elastischen L�angstr�agers untersucht werden soll. Die Bewegungsgleichungen

Mred q� + [Sred +
X

alleFedern

cn T
T
j;n
Kn Tj;n] q =

X
Prim�arfedern

cn T
T
j;n
Kn Rk;n z(xsk)

z(xs) = â cos(
2 � xs
Lw

)

enthalten dann nur noch die q Freiheitsgrade des L�angstr�agers als Unbekannte. Auf der
rechten Seite steht die Fu�punktsanregung aus den Bewegungen uk des Radsatzes k, die an
den Radaufstandspunkten xk durch durch ein harmonisches St�orpro�l mit der Wellenl�ange
Lw vorgegeben sein sollen.

6.2 Anforderungen an die Reduktionsverfahren

Darstellung der elastischen Verschiebungen

Die Kopplung von MKS und FE-Programmen erfordert ein Reduktionsverfahren, bei dem
zumindest keine wichtigen Informationen �uber die elastischen Verschiebungen verlorenge-
hen. Die Kr�afte in den Koppelelementen k�onnten dann �uber deren Kraftgesetze bestimmt
werden. Aus den Kr�aften in den Koppelelementen und dem Bewegungszustand werden
dann, im Anschlu� an die MKS-Rechnung, Eingabe - bzw. Belastungsgr�o�en f�ur eine
FE-Spannungsberechnung am vollst�andigen FE-Modell aufbereitet.
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Darstellung der elastischen Verschiebungen und der Schnittkraftgr�o�en

Sofern aber die M�oglichkeit besteht, mit einem reduzierten FE-Modell nicht nur die
elastischen Verschiebungen, sondern auch alle Schnittkraftgr�o�en korrekt, im Sinne des
vollst�andigen FE-Modells, zu beschreiben, dann ist eine Berechnung der Schnittkraft-
gr�o�en aus dem Ritz-Ansatz sinnvoll. Liegen die Unbekannten q des reduzierten FE-
Modells beispielsweise als Funktionen der Zeit vor, ergibt sich der Randschnittkraftvektor
s an einem beliebigen Element (Index e) aus Gleichung (25),

se(t) = Se Te q(t) + Me Te q(t)�; (25)

mit

T =

2
64 :
Te
:

3
75 :

Die reduzierte Transformationsmatrix Te enth�alt die Zeilen der vollst�andigen Transforma-
tionsmatrix, die den Elementfreiheitsgraden zugeordnet sind. Damit k�onnen w�ahrend der
MKS-Rechnung, mit einem geringen numerischen Aufwand, Zeitschriebe oder statistische
Gr�o�en von Schnittkr�aften oder Spannungen an kritischen Stellen der Konstruktion be-
rechnet werden. Wird die Substruktur mit 
�achen{oder volumenhaften �niten Elementen
modelliert, wird noch eine Zwischentransformation der Knotenschittkraftgr�o�en auf die
Randschnittkraftgr�o�en n�otig.
In den nachfolgend dargestellten Ergebnissen wurden die Verschiebungs{und Schnittkraft-
gr�o�en entsprechend Gleichung (25) berechnet.

6.3 Reduktion mit den Eigenmoden des freien FE-Modells

Im folgenden wird die Anzahl der Eigenmoden variiert, die im Ritz-Ansatz verwendet
wird (42, 40 und 7 Eigenmoden). Die Starrk�orpereigenformen tmod;1 und tmod;2 werden
in jedem Fall ber�ucksichtigt:

T = Tmod = [tmod;1; tmod;2| {z }
Starrk�orpermoden

j tmod;3; : : :| {z }
elastischeEigenmoden

]:

Zuerst wird ein Ritz-Ansatz betrachtet, der nur Eigenmoden des freien Systems und keine
Statikmoden enth�alt, bei dem also die Wechselwirkungen zwischen den elastischen Defor-
mationen der Substruktur und den Belastungen, die das Mehrk�orpersystem auf die Sub-
struktur aus�ubt, vernachl�assigt werden. Nur im Grenzfall, d.h. wenn alle Eigenmoden im
Ritz-Ansatz ber�ucksichtigt werden, l�a�t sich eine Spannungs{bzw.Schnittkraftberechnung
aus dem Ritz-Ansatz durchf�uhren. Der L�angstr�ager wurde mit 20 schubstarren Balkenele-
menten modelliert, so da� zum vollst�andigen Ritz-Ansatz 42 Eigenformen geh�ohren. F�ur
die Rechnung wurde eine Pro�lst�orung mit einer Wellenl�ange zugrundegelegt, die gleich
dem Radstand ist und daher den L�angstr�ager zu einer Tauchbewegung anregt. Die Am-
plitude der Pro�lst�orung betr�agt 1 m. F�ur die Taucheigenfrequenz, die bei 
=122.0 Hz
liegt, ist die L�osung f�ur die Verschiebungen w(x), das Biegemoment M(x) und die Quer-
kraft Q(x) des vollst�andig modal entkoppelten Systems in dem obersten Teil von Bild 6
dargestellt.
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Der statische Fall wurde f�ur eine Anregungsfreqzenz von 
=0.001 Hz untersucht. Die
zugeh�origen L�osungen sind ebenfalls in Bild 6 dargestellt.
Bereits die N�aherungsl�osung f�ur die Querkraft bei 40 Eigenformen zeigt erhebliche Ab-
weichungen von der Vergleichsl�osung, w�ahrend sich f�ur die Querkraft bei 7 Eigenformen
v�ollig falsche Werte ergeben.
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 = 122.0 Hz (Tauchen des L�angstr�agers), 42 von 42 Eigenmoden (Vergleichsl�osung)
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 = 0.001 Hz (statische L�osung), 42 von 42 Eigenmoden (Vergleichsl�osung)
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 = 0.001 Hz, 40 von 42 Eigenmoden
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 = 0.001 Hz, 7 von 42 Eigenmoden
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Bild 6: Verschiebung w(x), Biegemoment M(x) und Querkraft Q(x) f�ur das modal ent-
koppelte FE-Modell des L�angstr�agers. Die x-Koordinaten der Koppelstellen sind
mit c1, c2, c3 und c4 gekennzeichnet
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Im Gegensatz dazu sind die Verschiebungsverl�aufe bei allen drei untersuchten, statischen
F�allen praktisch gleich, so da� eine Berechnung der Anschlu�kr�afte aus den Kraftgesetzen
der Verbindungselementedes Mehrk�orpermodells etwa die gleichen, richtigenWerte liefert.
Aus einer modalen Reduktion mit den Eigenformen des freien Systems ergibt sich eine
Verletzung des Gleichgewichtes zwischen den Kr�aften in den Verbindungselementen und
den Schnittkraftgr�o�en an den Koppelstellen der Substruktur. Eine Spannungsberech-
nung aus dem Ritz-Ansatz ist bei Verwendung von Eigenmoden des freien Systems nicht
m�oglich.

6.4 Reduktion mit den Eigenmoden des gefesselten FE-Modells

und Statikmoden aus statischer Kondensation

Durch Ber�ucksichtigung von Formen aus Randbedingungen soll die Statik korrekt darge-
stellt werden. F�ur die Beispielrechnungen werden keine Starrk�orperverschiebungsvektoren
im Ritz-Ansatz verwendet, da sie in den Formen aus Randbedingungen enthalten sind.
Die Anzahl der zu ber�ucksichtigenden Formen aus Randbedingungen entspricht der An-
zahl der Koppelfreiheitsgrade, also vier f�ur das vorliegende Beispiel tstat;c;1 bis tstat;c;4.
Zus�atzlich werden Eigenmoden ber�ucksichtigt. Die Substruktur wird dazu an den Kop-
pelstellen gefesselt, so da� bei der Modalanalyse keine Starrk�orperverschiebungsvektoren
auftreten. Es ergibt sich f�ur die Transformationsmatrix

T = [tstat;c;1; : : : ; tstat;c;4| {z }
Statikmoden

j tmod;1; : : :| {z }
Eigenmoden

]:

In den Beispielrechnungen wurde zun�achst eine elastische Eigenform ber�ucksichtigt. Die
Ergebnisse sind in Bild 7 aufgetragen. Im obersten Teil ist die zugeh�orige statische L�osung
dargestellt, die mit der entsprechenden Vergleichsl�osung aus Bild 6 exakt �ubereinstimmt.
Die Forderung nach einer korrekten Darstellung der Schnittkr�afte im statischen Fall l�a�t
sich mit diesem Vorgehen einhalten.
Bei dynamischer Belastung (
=122.0 Hz) ist die L�osung f�ur die Querkr�afte nicht akzep-
tabel, weil die Formen aus Randbedingungen die Auswirkungen der Tr�agheitskr�afte aus
der Starrk�orperbewegung auf die elastischen Verformungen nicht enthalten. Diese k�onnen
nur dann n�aherungsweise dargestellt werden, wenn weitere Eigenformen im Ritz-Ansatz
ber�ucksichtigt werden. Erst die Ber�ucksichtigung von etwa 13 Eigenformen ergibt eine ak-
zeptable L�osung f�ur die Querkraft. In der Transformationsmatrix stehen dann 17 Spalten.
Die Einsparung an Freiheitsgraden ist also gering, wenn die Schnittkr�afte bei dynamischer
Belastung korrekt dargestellt werden sollen.
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 = 0.001 Hz, 4 Statikmoden aus Randbedingungen, 1 Eigenmode
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 = 122.0 Hz, 4 Statikmoden aus Randbedingungen, 1 Eigenmode
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 = 122.0 Hz, 4 Statikmoden aus Randbedingungen, 13 Eigenmoden
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Bild 7: Verschiebung w(x), BiegemomentM(x) und Querkraft Q(x) bei Verwendung von
Eigenmoden des gelagerten FE-Modells und Formen aus Randbedingungen
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Das beschriebene Verfahren eignet sich zur Behandlung von relativ steif gelagerten Sub-
strukturen wie z.b. die Welle einer Turbine, weil dort die Starrk�orperbewegungen ver-
nachl�assigbar klein sind und die zur Reduktion verwendeten unteren Eigenmoden des
starr gelagerten Systems relativ gut mit denen tats�achlichen auftretenden Eigenmoden
�ubereinstimmen.

6.5 Reduktion mit den Eigenmoden des elastisch gefesselten

FE-Modells und residualen Statikmoden

Die Ber�ucksichtigung der elastischen Fesselung des L�angstr�agers bei der Berechnung der
Moden im FE-Programm erm�oglicht es, die L�osung f�ur die Schnittkraftgr�o�en bei dyna-
mischer Belastung mit einer geringen Anzahl von Eigenmoden tmod f�ur den Anregungs-
frequenzbereich korrekt darzustellen, weil die Eigenmoden des elastisch gefesselten Sy-
stems (Bild 8) Starrk�orperanteile und damit auch den Ein
u� von Massenkr�aften aus der
Starrk�orperbewegung enthalten. Die L�osung wird f�ur statische Belastung durch die Ver-
wendung von Residualverschiebungsans�atzen tres;c korrekt dargestellt. Die Starrk�orper-
verschiebungen sind sowohl den elastischen Eigenmoden, als auch den Residualverschie-
bungsans�atzen �uberlagert. Sie m�ussen daher bei diesem Vorgehen nicht zus�atzlich in der
Transformationsmatrix ber�ucksichtigt werden. Sie hat f�ur das vorliegende Beispiel die
Gestalt

T = [tres;c;1; : : : ; tres;c;4| {z }
Statikmoden

j tmod;1; : : :| {z }
Eigenmoden

]:

Bei der Reduktion der Matrizen des elastisch gefesselten FE-Modells mit den zugeh�ori-

Bild 8: Elastisch gefesselter L�angstr�ager

gen Eigenmoden erh�alt man reduzierte Matrizen zum Einbau in das MKS, die bereits den
Stei�gkeitsanteil der Verbindungselemente enthalten. Die Stei�gkeitsanteile der Verbin-
dungselemente w�urden in das Mehrk�orper-Fahrzeugmodell doppelt eingebaut werden.
Um dieses zu umgehen, werden die Eigenformen des elastisch gefesselten FE-Modells
berechnet, in die Transformationsmatrix einsortiert und mit dieser Transformationsmatrix
werden die Matrizen des freien FE-Modells reduziert.
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Nachfolgend wird gezeigt, da� dieses Vorgehen zul�assig ist. Die Stei�gkeitsmatrix des
elastisch gefesselten Systems ist die Summeaus der Stei�gkeitsmatrixS des freien Systems
und Matrizen mit den Federanteilen cn Kn.

Sr = T T [S +
X
n

2
64 0 0 0

0 cn Kn 0
0 0 0

3
75 ] T (26)

Sr = T T [S +
X
n

Cn] T (27)

Die Reduktion kann f�ur die Stei�gkeitsmatrix des freien Systems und die Lagerungsmatri-
zen Cn getrennt vorgenommen werden. Die Lagerungsmatrizen sind nur auf den Spalten
und Zeilen besetzt, die den Koppelfreiheitsgraden zugeordnet sind. Alle �ubrigen Elemente
sind Null. Dadurch werden bei der Transformation auch nur die entsprechenden Zeilen
der Transformationsmatrix T angesprochen:

Scn = T T Cn T ; (28)

Scn = T T
j;n

cnKn Tj;n: (29)

Die reduzierten Lagerungsmatrizen Scn sind mit den Matrizen des MKS-Algorithmus
identisch, die der ungefesselten, elastischen Substruktur zur Kopplung mit anderen
K�orpern beim Aufbau des Mehrk�orper-Fahrzeugmodells hinzugef�ugt werden.
Die Ergebnisse sind in Bild 9 dargestellt. Es wurden vier statische Verschiebungsvektoren
und eine Eigenform des elastisch gefesselten Systems zur Reduktion verwendet.

21




 = 122.0 Hz, 4 residuale Statikmoden aus Randbedingungen, 1 Eigenmode
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 = 0.001 Hz, 4 residuale Statikmoden aus Randbedingungen, 1 Eigenmode
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Bild 9: Verschiebung w(x), Biegemoment M(x) und Querkraft Q(x) bei Verwendung
von elastischen Eigenformen des elastisch gefesselten FE-Modells und residualen
Formen aus Randbedingungen

Ergebnisse sind f�ur statische Belastung und eine Anregungsfrequenz nahe der Tauchei-
genfrequenz dargestellt. F�ur alle Anregungsfrequenzen zwischen 0 und 122 Hz liefert das
reduzierte SystemWerte, die mit der Vergleichsl�osung praktisch gleich sind. Erst f�ur Anre-
gungsfrequenzen oberhalb von 122 Hz weicht die L�osung des reduzierten Systems von der
Vergleichl�osung ab. Durch Ber�ucksichtigung des n�achsth�oheren Eigenmodes ist die L�osung
bis zur n�achsten Eigenfrequenz korrekt. Die Anzahl der Eigenmoden im Ritz-Ansatz ist
mit der Anzahl der Eigenmoden im Anregungsfrequenzbereich gleich.
Die Verwendung von Eigenmoden des elastisch gefesselten Systems und residuale Formen
aus Randbedingungen erm�oglicht bei korrekter Darstellung der Schnittkraftgr�o�en die
gr�o�te Einsparung an Freiheitsgraden, weil keine Starrk�orperverschiebungszust�ande in
die Transformationsmatrix einsortiert werden m�ussen.
Ein Problem stellt jedoch die Ber�ucksichtigung von Verbindungselementdaten bei der
Berechnung der Eigenmoden dar. Zum einen w�urde die Organisation der Kopplung von
FE-und MKS-Programmen erschwert werden, zum anderen m�u�te die Berechnung f�ur jede
neue Kombination von Verbindungselementen (z.B.: �Anderung der Federstei�gkeiten von
Prim�ar{und Sekund�arfederung) neu erfolgen. Au�erdem ist dieses Vorgehen auf lineare
FE und MKS-Modelle beschr�ankt.
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6.6 Reduktion mit den Eigenmoden des freien Systems und re-

sidualen Statikmoden

Die Verwendung von Eigenmoden des freien Systems hat den Vorteil, da� bei der Vor-
behandlung elastischer Substrukturen im FE-Programm keine Daten des �ubrigen Fahr-
zeugmodells ben�otigt werden. Der Einbau von nichtlinearen Verbindungselementen im
MKS-Programm bereitet daher keine Schwierigkeiten. Die Statikmoden m�ussen den Ein-

u� der Massenkr�afte aus der Starrk�orperbewegung enthalten, was in 6.4 gezeigt wurde,
und von den residualen Formen aus Eigenkraftgruppen geleistet wird. Da weder in den Re-
sidualverschiebungsvektoren, noch in den Eigenformen Starrk�orperanteile enthalten sind,
m�ussen zus�atzlich Starrk�orperverschiebungsvektoren in die Transformationsmatrix ein-
sortiert werden. Die Transformationsmatrix hat dann die Gestalt

T = [ tst;1; tst;2| {z }
Starrk�orpermoden

j tres;a;1; : : : ; tres;a;4| {z }
Statikmoden

j tmod;1; : : :| {z }
Eigenmoden

]:

In den Beispielrechnungen wurde eine elastische Eigenform ber�ucksichtigt. Daraus folgen
7 Unbekannte f�ur das reduzierte FE-Modell. Die Ergebnisse in Bild 10 stimmen auch hier
mit der Vergleichsl�osung �uberein.


 = 122.0 Hz, 2 Starrk�orpermoden, 4 residuale Statikmoden, 1 Eigenmode
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 = 0.001 Hz, 2 Starrk�orpermoden, 4 residuale Statikmoden, 1 Eigenmode
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Bild 10: Verschiebung w(x), Biegemoment M(x) und Querkraft Q(x) bei Verwendung
von elastischen Eigenformen des freien FE-Modells, residuale Formen aus Rand-
bedingungen und Starrk�orpervektoren

Dar�uber hinaus bietet sich die M�oglichkeit einer einheitlichen Vorgehensweise f�ur unge-
fesselte und gefesselte Substrukturen, da auch bei Verwendung praktisch starrer Verbin-
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dungselemente die richtige L�osung f�ur Verschiebungs{und Schnittkraftzust�ande aus dem
reduzierten FE-Modell berechnet werden kann.

7 Zusammenfassung und Ausblick

Der beste Kompromi� zwischen Einsparung von Freiheitsgraden und der Organisation
gekoppelter FE-MKS-Rechnungen ergibt sich bei Verwendung von Eigenformen des freien
Systems in Verbindung mit residualen Formen aus Eigenkraftgruppen. Die Gr�unde hierf�ur
sind :

� Aus dem Verschiebungsansatz und den elastischen Unbekannten lassen sich
Verschiebungs{und Schnittkraftgr�ossen berechnen, die mit dem vollst�andigen FE-
Modell �ubereinstimmen.

� F�ur Vorabberechnungen im FE-Programm werden nur Substrukturdaten, d.h. keine
Daten des Mehrk�orper-Fahrzeugmodells, ben�otigt.

� Fahrzeugmodelle d�urfen nichtlineare Verbindungselemente aufweisen.

� Es k�onnen auch ged�ampfte FE-Strukturen behandelt werden.

� Bei einer Substruktur mit vielen Koppelstellen (Drehgestellrahmen) m�ussen sehr
viele Statikmoden ber�ucksichtigt werden. Um die Zahl der Unbekannten weiter zu
reduzieren, k�onnen Kraftgruppen f�ur die Koppelkr�afte de�niert werden. Bei Formen
aus Randbedingungen ist dies nicht m�oglich.

� Sicher ist die Reduktion von 42 auf 7 Freiheitsgrade nicht sehr beeindruckend. Die
Anzahl der Freiheitsgrade r des reduzierten FE-Modells ist aber unabh�angig von
der Anzahl der Freiheitsgrade des FE-Modells m. Die Anzahl der Freiheitsgrade des
reduzierten FE-Modells r ist abh�angig von der Anzahl der Koppelfreiheitsgrade s
und der Anzahl der Eigenmoden e im Anregungsfrequenzbereich.

r = s + e

Im untersuchten Beispiel kommen noch die beiden Starrk�orperfreiheitsgrade hinzu.

Allerdings sind noch folgende Punkte zu bearbeiten :

� Die Ber�ucksichtigung gro�er Starrk�orperbewegungen und geometrischer Nichtlinea-
rit�aten f�uhrt zu zustandsabh�angigen Systemmatrizen. Das oben dargestellte Reduk-
tionsverfahren mu� f�ur solche F�alle erweitert werden.

� Bei einigen Mehrk�orpersystemen k�onnen geometrische Randbedingungen auftreten,
die im Ritz-Ansatz durch homogene Randbedingungen erfa�t werden m�ussen. Bei
dem vorgestellten Verfahren werden die Moden des Ritz-Ansatzes an der freige-
schnittenen Substruktur berechnet. Homogene Randbedingungen werden dann im
allgemeinen nicht eingehalten.
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A Daten des Fahrzeugmodells und der Rechnung

Einheiten : Kg, m, s

Federstei�gkeiten

Prim�ar 1.00E+06

Sekund�ar 0.25E+06

Geometrie des L�angstr�agers

Querschnittsbreite (Kastenquerschnitt) b 0.240

Querschnittsh�ohe h 0.200

Wandst�arke t 0.012

Materialdaten

E-Modul (Stahl) 2.1E+11

Dichte 6.8E+03

Anregung

Amplitude 1

Wellenl�ange 2.5

t

b

h

26


